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Introduccién

©
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Supongamos ahora que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

fl(l‘l,ﬂjg) = $12 +l’22 -1= 0,

2 (1)
fQ(:Cl,:CQ) =T — 21‘1 — T2+ 1=0.

Se trata de un sistema no lineal.

Los métodos vistos para resolver Sistemas de Ecuaciones Lineales no nos sirven.

Debemos adaptar alguno de los métodos vistos.

Un modo para resolver el sistema es hacer:

. £ 2

i o
. (2 .

xéﬁl) _ :E(J) _ 2$§J> i1
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Introduccién

o Al modelo anterior podemos describirlos de dos maneras:
o Es la aplicacién del Método de las Aproximaciones Sucesivas,
o Es una forma de aplicar el Método de Jacobi.
o Si nos quedamos con la segunda descripcién, podemos aplicar también el Método
de Gauss-Seidel:

. "2
x(1J+1) =+\/1 —.T<J) 7 (3)
x(2j+1> = xgjﬂ)g - 2x§j+1) +1.

o Este método debe converger mas rapido.

o Pero nada nos asegura que ambos métodos sean convergentes.
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Introduccién

Si nos quedamos con la primera descripcién, la convergencia, en uno u otro caso,
es lineal.

i Cémo podriamos desarrollar un método cuya convergencia fuere mejor?

A partir de la primera descripcién del modelo, podemos analizar el problema como
los hicimos para el caso de Ecuaciones No Lineales.

Vimos que la de mejora del Método de las Aproximaciones Sucesivas es el Método
de Newton—Raphson.

Propongamos algo similar en esta situacion.

Para ello vamos a adaptar este método para dos o mas variables.
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Método de Newton

o Empecemos por desarrollar las dos funciones mediante series de Taylor, en este
caso para dos variables:

g ) oy, ON(EnEe) ()
fi(@1,22) =f1(2y",25") + o1 ( Ly )x§j),z<2j>+
Of1(x1,22) , . ()
T Oy (723 )2§j)7x<2j)+' ’
s GGy, Of(@n) L ) “
fa(@1,22) =fo (27", 257" ) + 8—(961—961 )|
1 (3) ,.(5)

wl ,$2

, Oba(a1,2)

o )
s (Zo—x5") (2]_)+....

o
o En este caso, 21 y Io representan a las soluciones «exactasy.
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Método de Newton

o Entonces tenemos:
fi(Z1,22) =0, (5)
fg(fi’l,fi’g) =0.

y nos queda:

0=f1(x§j>790 )+ 3f1(8:v1,$2)( < )+
X z§]>,$(2]>
8f1(a$17$2)( Y >) o+
o 240 20
8f2(5617$2) o
0=fo (331 )+ Ox e e G ) ) o)
x1 1_(1])727(2]>
3f2(5617~’52)( 2 o

0xo

2400 o)
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Método de Newton

o Si reordenamos (6), tenemos:

Ofi(z,m2) . )y, Ofi(z,m2) o ) e ) )

‘ O (&1 -+ Oz (&2 -2 )l,gj) x<2j>_ A, 237,
dfa( ) dfa( ) )
oz, @) o )y, Ofe(zi,22) . () e ) )

‘ Or1 (=) + O (2 -2 )ng>,x<f'>_ Fa(ai, 237).

o Este mismo sistema lo podemos escribir en forma matricial.
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Método de Newton

o De esta forma, nos queda:

of1(x1,x df1(x1,x o j j j
fl(azll 2) flf?xlg 2) xl_x(]) —fl(J/’(lJ),J?(J))

= (8)
Ofa(x1,x dfa2(x1,o N j j j
ngzll 2) f2(83312 = (1‘<1j>,x§j>) T2 _xU) _f2($<1])’$<]))

o Si lo generalizamos, queda:
J(X(j)).(f(_xm) - _F(X(j))_ (9)
o Si operamos algebraicamente, obtenemos:
% —x = _3 (xRl
%= xW _ 3 TR D)) = (10)
X = 0) - (x0T ()
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Método de Newton

Es evidente que tenemos algunos puntos que resolver:
o Calculo del Jacobiano: hay que hacerlo para cada iteracién.
o Invertir el Jacobiano: también hay que hacerlo en cada iteracién.

El método tendra una mejor convergencia pero el costo operativo es muy alto.

o Hemos de buscar la forma de evitar la inversién del Jacobiano como primera

opcion.
Si tenemos: . , ) .
podemos definir
st) = x b1 _ 5 0), (12)

Con esta definicién, resulta:
J(xY) .84 = —F(xbh, (13)

Yy no necesitamos invertir J(X<j)) pues nos queda un Sistema de Ecuaciones
Lineales.
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Método de Newton

o Seguimos con la necesidad de calcular el Jacobiano en cada iteracion.

o Una forma de evitar este calculo es aproximarlo asi:

0 fe(x1,22)  fi(x1 +ha,m2) — fir(21,72)

8%1 h1 ’ (14)
O fr(w1,m2) _ fr(w1, 22+ ho) — fr(@1, 72)
82122 h2 '

o Esta aproximacion evita el calculo del Jacobiano pero seguimos con el problema de
calcular la aproximacion en cada iteracién.

o Ahora la idea es encontrar una forma de no tener que aproximar explicitamente el
Jacobiano.
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Método de Broyden

o Esta idea se logra con el Método de Broyden.

o Vamos a suponer que tenemos el Jacobiano e iteramos una vez:
0 & M), 3y - x1, (15)

o En primera instancia, vamos a evitar las aproximaciones en las iteraciones
siguientes, proponiendo que:

AN (x1 —x0y = p(x) - F(x(O), (16)
con una condicién:
ANz = 3.z con () - x5 =, (17)
donde z es un vector adicional.
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Método de Broyden

o Con esta nueva idea, obtenemos esta aproximacion del Jacobiano:

[F(x<1>) - F(x<0>) - J(x{0y. (X<1) - X<0))] (xH - x(OnHT

AL~ J(x(©)
e et

(18)
o Con esta aproximacion, J(xm) ~ A podemos hacer lo siguiente:
A s - p(xh,
(2) _ (1) , (1) (19)
x\ =x '\ gt
o También podemos expresarlo asi:
x2) = ) AT (1), (20)
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Método de Broyden

o Esto altimo parece una total contradiccién pues hemos desarrollado todo el

método anterior para no tener que invertir una matriz.

o Primero generalicemos todo lo hecho. Para ello, si st} = x{7*1) - x{7) podemos

partir de lo visto y hacer:
AF(x) =y = F(xM) - F(x),

y al generalizar queda ‘ ' ‘
y = F(xU - F(xb)).

o Ademas, vamos a definir A(®) = J(x{9)) y queda:

AlD — A©0) [y - A0 5(0] 0T
= +

s

(21)

(22)

(23)
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Método de Broyden

o Al generalizar esta altima expresion,nos queda:
(v - Al) . sl)] gt

A+
s[5

(24)

o Facilita el calculo de las matrices A7) pero mantiene la necesidad de calcular la
. . A -1
inversa de la matriz (A% ).

o El algebra numérica nos trae una solucién a esta situacion, si definimos
HO) = Al

T

(s0) ~HO) .y ) s )

HO+D - 1) 4

el algoritmo de Sherman y Morrison para obtener la inversa de una matriz.
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Método de Broyden

o Con este desarrollo obtenemos el Método de Broyden de primer orden. El
algoritmo del método es el siguiente:

x5 F) 5 J(x2) = A0

x 1) =x(0) _ AT p(x0) S p(x)

(26)

[s6-1) - HU-D .y (-1)] 0T 1)

HY —gU-D |
-7 G- .y 6-1)

KU ) _ ) (),
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Método de Broyden

©

©

©

()

©

Este método se clasifica también como Método Quasi-Newton.

Ventajas

o No requiere invertir matrices en las iteraciones, salvo al iniciar el proceso (x(*).
o Tampoco es necesario calcular la matriz jacobiana.

Desventajas

o Hay que invertir la matriz jacobiana al empezar.
o La convergencia es supralineal, en el mejor de los casos.

Una ventaja adicional es que al aplicar el algoritmo de Sherman y Morrison no es
necesario calcular la matriz J(x) ni calcular su inversa.

Como H{7) = A(j)_l, podemos definir la primera matriz como A =1, y H(O = 1.

El costo de esta aproximacion es reducir la velocidad de convergencia.
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